MEDIDA E PROBABILIDADE

Eduardo Horta

1 Espacgos mensuraveis

Seja X um conjunto. Dizemos que uma cole¢do 2  de subconjuntos de X é uma
o—algebra em X quando as seguintes propriedades sao satisfeitas:

Al. e Z;

A2. seAe%,cntéoABE%.

A3. se A, € 2 para todo n € N, entdo | J,-, A, € 2.
Note que, por definigdo, " C £(X).

Se X é um conjunto e £ é uma o—dlgebra em X, dizemos que o par (X, Z") é
um espago mensuravel. Um subconjunto A de X pode ou ndo pertencer a o—
algebra 2. Se A € 4, dizemos que A é um conjunto £ —mensuravel. Quando
a o-dlgebra 2 estiver subentendida, dizemos simplesmente que A é um conjunto
mensuravel.

Exercicio 1.1. Seja X um conjunto. Verifique que 2" é o—élgebra em cada um dos
seguintes casos:

(i) 2 = 2(X);
(i) Z ={,X}. //

Exercicio 1.2. Seja (X, Z") um espago mensurdvel. Verifique que, se A,, € 2" para
todon € N, entdo (), A, € 2. //

Exercicio 1.3. Sejam 27 e 25 duas o—algebras em X. Verifique que o conjunto
X =2NnZL={ACX: Ac ZHhNAec 2y}

é uma o—algebra em X. //



Exercicio 1.4. Sejam X e J conjuntos ndo-vazios. Verifique a seguinte afirmacao:
se para todo o € J tem-se que %, é o—dlgebra em X, entdo (,.; Zo ¢ também
o—dalgebra em 2. //

Seja X um conjunto e considere uma classe € de subconjuntos de X. Defina o (%)
como sendo a interseccao de todas as o—algebras que contém %, isto é,

o(€) = ﬂ{ﬂ&” : X é o-dlgebraem X A€ C X'}
Assim, 0(%) é unicamente determinada pelas seguintes propriedades:
(i) o(%) é uma o-algebra em X;
(ii) € C o(%);
(iii) se 2 é qualquer outra o—4lgebra em X tal que € C 27, entdo 0(%) C Z .

Dizemos que o(%) é a menor o—dlgebra em X contendo a classe €, ou entdo que
0(%) é a o—élgebra gerada pela classe G.

Exemplo 1.1. Seja X = R?. Seja % a classe de subconjuntos de X formada pelos
conjuntos do tipo A; x --- X Ag, onde cada A; ¢ um intervalo aberto da reta. A o—
dlgebra 0(% ) é chamada a o—algebra de Borel em R?. Notacio o(%) =: B(R?).
Um conjunto %(R%)-mensuravel é dito um Boreliano de RY. //

Em probabilidade, conjuntos mensuraveis sao chamadas de eventos aleatdrios.
Mais precisamente, se (X, Z") é um espago mensurdvel e A € £, entdo A é dito
evento aleatério em X. O evento aleatorio X é dito o espago amostral, ou
evento certo.

2 Funcgoes mensuraveis

Sejam (X, Z") e (Y, %) dois espagos mensurdveis. Uma funcio f: X — Y ¢é dita
Z /% —mensuravel se satisfizer a seguinte condigao:

(F1) FUB)eZ, VBew.

Quando as o—algebras estiverem subentendidas, diremos simplesmente que f é uma
funcdo mensurével. No caso em que Y = R?, sempre vamos considerar a oc—algebra
de Borel Z(R%).

Uma palavra sobre notacdo: lembre que f~1(B) é, por definicio, o conjunto
{z € X : f(x) € B}. Ocasionalmente usaremos a notagéo [f € B] para denotar esse
conjunto.



Exercicio 2.1. Seja (X, Z) um espago mensurdvel, e considere um subconjunto
A C X (ndo necessariamente mensurdvel). Defina a fungéo I4 : X — R por

1, z€A
La(z) = {0 vd A

A fungdo T4 é dita a fungdo indicadora do conjunto A. Utilize as defini¢bes
para concluir que conjuntos unitarios sao Borelianos em R; em particular tem-se
{1} € #A(R) e {0} € A(R). Utilize esse fato para mostrar que o conjunto A é
mensuravel se, e somente se, a fungao 4 é mensuravel. //

Exercicio 2.2. Uma funcio f: X — R? é dita simples se for mensuravel e se a
imagem de X por f for um subconjunto finito de RY, isto é, se existirem um ntimero
natural k € N, e elementos distintos yi, ...y, € R? tais que ran(f) = {y1,...,yr}.
Note que cada y; ¢ um ponto em R? e portanto y; = (Yj1,..-,y;a). Considere, entdo,
uma funcéo simples f: X — R?, e defina

A=Y = e X: f@) =y}t j=1...k

Mostre que a colecao formada pelos conjuntos A; é uma particdo de X. Conclua
que podemos escrever

k
(2.1) flz) = Zyj]IAj ().

Essa é chamada a representagao padrao da funcio simples f. //

Exercicio 2.3. Sejam f e g funcdes simples de X em R?, e seja o € R. Mostre que
as fungoes z — f(z) + g(z) e x — af(z) sdo simples. //

Exercicio 2.4. Seja f: X — Y uma fun¢io 2" /% —mensurdvel. Defina o(f) :=
{f~4(B): Be€ #}. Mostre que o(f) é uma o—élgebra em X. o(f) ¢ dita a o—
algebra gerada por f, e é a menor o-éalgebra em X que torna f uma fungao
mensuravel. Note que, escrevendo ¢ = {f’l(B) : Be @}, temos que o(f) =
o(%) = %. //

Exemplo 2.1. Seja J um conjunto ndo—vazio, e considere uma familia indexada
(fo: a € J) de fungdes 2 /% —mensuraveis fo: X — Y. Definimos o(fo: o € J)
como sendo a o—algebra gerada pela classe € := {fa_l(B) ta€ed, Be @} Se J
é um conjunto unitario, este exemplo se reduz ao Exercicio 2.4, mas note que em
geral a classe € ndo é uma o—élgebra.



Em probabilidade, fun¢bes mensuraveis sdo chamadas de variaveis aleatdrias.
Mais precisamente, se (X, Z") e (Y, %) sao dois espagos mensurdveis e f: X — Y é
uma aplicagdo 2" /% —mensurdvel, entdo dizemos que f é variavel aleatéria com
valores em Y. Equivalentemente, f ¢ dita um elemento aleatério em Y. No
caso em que (Y, %) = (R, A(R)), dizemos que f é varidvel aleatéria real. Se
Y, %)= (Rd,%(Rd)), com d > 2, diz-se que f é vetor aleatério.

2.1 Caracterizacgoes de fungdes mensuraveis

A definigdo de funcdo mensuravel a partir da condigao (F'1) nem sempre é conveni-
ente, no sentido de que o elemento genérico B € %, para o qual tal condigao deve
valer, pode nao ter uma “forma conhecida”. Por exemplo, ndo hd uma caracterizagao
simples de um conjunto Boreliano em R?, exceto que sabemos que tal conjunto é ele-
mento da o-algebra gerada pela colecio de subconjuntos de R do tipo A1 x - - - x Ag,
onde cada A; é um intervalo aberto em R. Os resultados seguintes tornam as coisas
um pouco mais ficeis.

Lema 2.1. Sejam (X, Z") e (Y, %) dois espagos mensurdveis, onde % = o(€) para
alguma classe € de subconjuntos de Y. Seja f: X — Y. Se f satisfaz a condi¢do

(F2) 4B e, VB € ¢,
entdo f é X' /% —mensurdvel.
No caso em que Y = R, temos o seguinte.

Corolario 2.1. Sejam (X, Z") um espago mensurdvel, e f: X — R. Sdo equivalen-
tes as sequintes propriedades:

(i) [ é mensurdvel;

(ii) para todo o € R tem-se {x € X : f(z) >a} e Z.
(iii) para todo o € R tem-se {xr € X : f(z) <a} e Z.
(iv) para todo o € R tem-se {vr € X : f(x) > a}l e X .
(v) para todo @ € R tem-se {zr € X : f(z) <a}e X .

Lema 2.2. Seja (X, Z") um espago mensurdvel, e considere uma fungio mensurdvel
nao-negativa f: X — R. Entdo existe uma sequéncia de funcoes simples f, : X — R
tais que

(i) 0 < fo(z) < fut1(z) < f(z) para todo x € X en € N;



(ii) fn — f pontualmente.

Corolario 2.2. Seja (X, Z") um espago mensurdvel, e considere uma fungio men-
surdvel f: X — R. Entao existe uma sequéncia de fungées simples f, : X — R tais
que

(1) |fn(x)| <|f(z)| para todo x € X en € N;
(ii) fn — f pontualmente.

Seja X um conjunto e considere uma funcio f: X — R? Se x € X, entdo f(z) é
um ponto em R? isto é,

f(@) = (fi(@),.., falx)).

Da expressao acima segue que f é unicamente determinada pelas fungoes fi, ..., fq4,
com f; : X = R. O seguinte Lema relaciona mensurabilidade de f com a mensura-
bilidade de cada f;.

Lema 2.3. Seja (X, Z) um espago mensurdvel. Uma fungio f: X — R é mensu-
rdvel se, e somente se, para cada j a fungdo f; : X — R € mensurdvel.

Exercicio 2.5. Se (X, Z") é um espago mensurdvel e f: X — C é uma funcao
complexa qualquer, de que maneira vocé abordaria a mensurabilidade de f? //
Dadas certas fungoes mensuraveis, é possivel obter, a partir delas, novas fungoes

mensuraveis. Este fato estd enunciado nos Lemas seguintes.

Lema 2.4. Sejam (X, 2°), (Y, %) e (Z, %) espagos mensurdveis. Se f: X =Y e
g: Y — Z sao mensurdveis, entdo € também mensurdvel a aplicacio go f: X — Z.

Demonstragao. Seja C € Z. Queremos verificar que (g o f)fl(C) € 4 . Note que

(go f)"HC) = fH(g7H(C)).

Do fato de g ser mensuravel, temos g~!(C) € &, quer dizer, g~*(C) = B para algum
B € %. Do fato de f ser mensurédvel, vale que f~'(B) € 27, isto ¢, f~!(¢7(C)) €
%, como querfamos demonstrar. O

Exemplo 2.2. Nas condigoes do Lema 2.4 é usual, principalmente em Teoria da
Probabilidade, escrever g(f) ao invés do mais correto go f. Tal notacgdo requer certa
cautela, pois podem ocorrer ambiguidades. //

O resultado seguinte serd extremamente importante quando introduzirmos o con-
ceito de esperanga condicional.



Lema 2.5 (Doob—Dynkin). Seja X um conjunto, (Y,%') um espagco mensurdvel e g
uma fungio de X em Y. Entdo uma funcio f: X — R? ¢ o(g)/B(R?)-mensurdvel
se, e somente se, eviste uma funcio h:Y — RY mensurdvel % |B(RY) tal que
f=hog.

(X,0(g) ——— (v, )

Rd
Lema 2.6. Seja f: R — R, Se f é continua, entio f é B(R?)/%B(RF)-mensurdvel.

Corolério 2.3. Sejam f: X — R? ¢ g: X — R* aplicagoes mensurdveis, e seja
a € R. Entdo sao também mensurdveis as sequintes aplicagoes:

(i) @~ af(x);

(i) @ = f(x) + g(x), se d = k;
(iii) @ — f(z)g(z), sed=1 ek > 1;
(iv) z = || f (@)|];

(v) @ = (f(x), g(x)), se d = k.

Se f: X — R é uma funcio real qualquer, definimos a fungio f* : X — R, dita a
parte positiva de f, por

fT(x) := max{f(x),0}.
Semelhantemente, definimos a parte negativa de f por
f~(z) := max{—f(x),0}.
Note que tanto f* quanto f~ assume somente valores reais maiores ou iguais a zero.
Exercicio 2.6. Seja f: X — R uma funcdo. Mostre que:
(i) f=f"—Ff;
(ii) |fl=fT+f;



(iii) f* = (1f1+1)/2;
() 1= =(f1=1)/2

Veja se vocé consegue justificar a seguinte afirmacdo: f é mensurdvel se, e somente
se, fT e f~ sdo mensurdveis. //

Lema 2.7. Seja (X, Z") um espago mensurdvel. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes
mensuraveis de X em R. Entdo sao mensurdveis as aplicagoes

(i) x — inf,, f(z);
(ii) x> sup,, fn(z).

Corolario 2.4. Seja (X, Z") um espago mensurdvel, e seja (f,) uwma sequéncia de
fungoes mensurdveis de X em R?. Se para cada x € X existir o limite lim,, f,,(z),
entdo é também mensurdvel a aplicagio x — lim,, f,(x).

3 Medidas

Seja (X, Z") um espago mensurdvel. Dizemos que uma funcao p: 2" — RU {oo} é
uma medida em (X, 2Z") se satisfizer as seguintes condigdes:

Ml1. pu(o) =0;
M2. u(A) >0,VvA e 2

M3. para toda sequéncia disjunta' (4,) em 2, tem-se
n=1 n=1

A condicao (M3) é dita a propriedade de c—aditividade da medida u. Se
w(X) < oo diz-se que p é medida finita. O exemplo mais importante de me-
dida finita sdo as medidas de probabilidade: uma medida p é dita uma medida de
probabilidade, ou simplesmente uma probabilidade, em (X, Z") se u(X) = 1.
Se existem conjuntos A4, € 27, n € N, tais que X = [J,_, A, e u(A,) < oo para
todo n, entao dizemos que u é o—finita. Toda medida finita é o—finita: basta tomar
A, = X para todo n.

Seja X um conjunto, 2" uma o—édlgebra em X, e p uma medida definida em 2.
Dizemos que a terna (X, 2", 1) é um espaco de medida. Quando p é medida de
probabilidade, (X, 2", u) é dito espaco de probabilidade.

1Uma sequéncia (Ar) de elementos de uma o—élgebra 2~ é dita disjunta se A; NA; = @ sempre
que 1 # j.



Exercicio 3.1. Seja xz € X, onde (X, Z") é um espago mensurdvel. Defina 6,.: 2~ —
R por
1, z€A,

0a(A) := {O z ¢ A

Mostre que 0, é medida de probabilidade em (X, Z"). A medida J, ¢é dita a medida
de Dirac em x. Observe que d,(A) = L4(z). //

Exercicio 3.2. Seja X =N, e considere em X a o-dlgebra das partes 2" = Z(N).
Defina p: 2" — R U {oo} por.

(4) = card(4), se A for um subconjunto finito de N,
K " |, se A for um subconjunto infinito de N.

Verifique que p assim definida é uma medida o-finita em (N, #(N)). (u é chamada
a medida da contagem em N). //

Exemplo 3.1. Seja (X, 2) = (R,Z(R)). Se F: R — R é uma fung¢do nao de-
crescente e continua a direita, entdo existe uma unica medida o—finita pp tal que
ur(I) = F(b) — F(a), onde I = (a,b] é um intervalo com extremos a < b. A medida
up é chamada medida de Borel-Stieltjes associada a F'. O exemplo mais impor-
tante é o caso em que F(z) = z: tem-se up(I) = b —a, de forma que pr é a medida
‘comprimento’ em R. Esta é a chamada medida de Lebesgue. O fato de que tais
medidas existem e sdo Unicas serd tratado mais adiante. //

Exemplo 3.2. Seja (X, 27, 1) um espago de medida, e (Y, %) um espago mensura-
vel. Se f é uma fungdo 2" /% —mensurdvel , entdo podemos induzir em (Y, %) uma
medida p¢, definida na o-dlgebra ¢, da seguinte maneira:

pp(B) :==p(f~'(B)), Be?.

No caso em que (X, 2", u) é um espago de probabilidade, dizemos que a medida py
é a distribuigao, ou a lei, da varidvel aleatéria f. Um dos casos mais importantes
ocorre quando Y = R?. Nesse contexto, tem-se que f = (f1,..., f4), onde cada fi
¢é variavel aleatéria real, e entdo dizemos que p¢ é a distribuicdo conjunta das
varidveis aleatérias f1,..., f4. Outras notagdes para uf sdo po f~'e fup.  //

Exercicio 3.3. Suponha dado um certo espaco de probabilidade (Y, %, \). Propo-
nha um espago de probabilidade (X, 2", ) e uma varidvel aleatéria f definida em
X e tomando valores em Y tal que A seja sua distribuicéo, isto é, tal que puy = X.//

Lema 3.1. Seja p uma medida definida em uma o—dlgebra 2. Se A e B sdo
conjuntos mensurdveis e A C B, entio u(A) < u(B). Se pu(A) < oo, entdo
(B ~ A) = u(B) — u(A).



Uma sequéncia (A4,,) de subconjuntos de um conjunto X é dita crescente se A,, C
An41, para todo n. A sequéncia (A,,) é dita decrescente se A, D A, 41, para todo
n.

Lema 3.2. Seja p uma medida definida em uma o—dlgebra 2.

(i) Se (A,) é uma sequéncia crescente de conjuntos mensurdveis, entio

n—oo

u( G An) = lim wp(4,).
n=1

(ii) Se (A,) € uma sequéncia decrescente de conjuntos mensurdveis e u(Ap) < oo,
entao

u( ﬁ An> = lim p(4,).

n—oo

Seja (X, 27, 1) um espago de medida, e seja ) uma certa propriedade (tipicamente,
@ refere-se a elementos de X). Dizemos que @ vale para u—quase todo ponto (u—
qtp) se puf{x € X : =Q(z)} = 0. Quando a medida p estd subentendida, é usual
dizer simplesmente que a propriedade @ vale para quase todo ponto (qtp). Na
linguagem de probabilidade, uma propriedade que valha para quase todo ponto é
dita valida quase certamente.

Exemplo 3.3. Seja (X, 2, ) um espago de medida, e (Y, %) um espago mensura-
vel. Sejam f e g fungoes 2" /% —mensuraveis. Dizemos que f e g sdo iguais pu—qtp
se p{z € X : f(x) # g(x)} = 0. Notagdo:

f=g9 H—qtp.

Semelhantemente, escrevemos f > 0, u—qtp (quando Y = R), etc. //

1]),
);

Exemplo 3.4. Este exemplo complementa o anterior. Seja (X, Z") = ([0, 1], |0,
e seja 1 = medida de Lebesgue (comprimento) em [0,1]. Seja (V,%) = (R, %(
e considere as fungdes f(x) := 1, para todo x € [0,1], e

o(a) = {le z€0,1)

, =1

Entéio f # g mas f = g ji-qtp. //



Exemplo 3.5. Seja (X, 2", 1) um espago de medida. Sejam (f,) uma sequéncia
de funcoes mensuraveis de X em R? e f: X — R¢ mensurdvel. Dizemos que f,
converge para [ u—qtp, se p{z € X : lim,, f,(z) # f(x)} = 0. Notagdo

lim f,(z) = f(x), H—qtp.

Equivalentemente, f, — f, p—qtp. Se p é medida de probabilidade, dizemos que
a sequéncia de vetores aleatérios f, converge quase certamente para o vetor
aleatério f. //

3.1 Extensao de medidas

Esta secao busca revelar a importancia da nog¢ao de uma o—algebra gerada por uma
classe € de subconjuntos de X (conforme definido acima). A ideia bésica é que, se u
é uma medida (finita ou o—finita) definida em uma o—dlgebra gerada por uma classe
€ “suficientemente regular”; entdo os valores p(A), onde A € €, sdo suficientes para
determinar p completamente.

Lema 3.3. Seja € wma classe de subconjuntos de X satisfazendo a seguinte pro-
priedade:

(3.1) AeéNBe¥ — ANBc¥.
Se 1 € po sio duas medidas definidas em o(%) tais que p1(X) = pa(X) < oo e
pi(A) = pe(4),  VAe?,

entao

m(A) = ua(4), VA€ o(®).

Uma classe de subconjuntos satisfazendo a condigdo (3.1) no Lema 3.3 é dita um
m—system. Com essa definigdo podemos enunciar sucintamente o seguinte corolério.

Corolario 3.1. Se duas medidas de probabilidade coincidem em um m—system, entdo
elas coincidem na oc—dlgebra gerada por esse w—system.

Exemplo 3.6. A classe % do Exemplo 1.1 é um m—system. Logo, se u é uma medida
de probabilidade em (R%, (R%)), e se conhecemos os valores 1(A; X --- x Ag), onde
cada A; é um intervalo aberto da reta, entdo conhecemos p(B) para todo Boreliano
B de R4, //

No Lema 3.3, as medidas py e po sdo dadas, e podemos afirmar que elas sao
idénticas, se coincidirem quando restritas a uma classe “suficientemente regular”
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(naquele caso, um m—system). Uma questao relacionada é a seguinte: dada uma
classe “suficientemente regular” %, e dada uma funcdo pg: ¥ — R U {oo} que
possua propriedades analogas a de uma medida, em que casos é possivel estender g
a uma medida p definida na o—algebra gerada por €7 Nesse contexto, m—systems
sdo classes restritivas demais; serd necesséario introduzir a seguinte no¢ao. Dizemos
que uma classe &/ de subconjuntos de X é uma algebra de subconjuntos de X
quando as seguintes propriedades sao satisfeitas:

Al g e o;
A2’ se A € &, entédo Ab e o7,
A3 se A; € o paratodoi € {1,...,n}, entdo |J;_, A; € «.

O que distingue o—algebras de algebras, portanto, é o fato de que aquelas sdo estaveis
sob uma quantidade enumeravel de operagoes de unido em seus elementos, enquanto
estas o sdo sob uma quantidade finita de tais operacgbes. Se &/ é uma algebra de
subconjuntos de X, dizemos que uma fungao po: & — RU{c0} é uma pré—medida
em o se (i) po(@) = 0; (i) u(A) > 0 para todo A € o e; (iii) po(U,—y 4An) =
oo o(Ay), sempre que (A,,) for uma sequéncia disjunta em 7 cuja unido estd
em /. Note que no item (iii) desta definicdo é necessdria a ressalva de que a unido
enumeravel da sequéncia disjunta esteja em &/ (isso nem sempre precisa ocorrer, ja
que &/ é apenas algebra). Em outras palavras, a propriedade de o-aditividade de
uma pré-medida s6 tem que valer onde fizer sentido. Com estas definigbes em méaos,
podemos enunciar o seguinte.

Teorema 3.1 (Teorema de Extensdo de Hahn-Carathéodory). Se ug € uma pré-
medida definida em uma dlgebra <7 de subconjuntos de X, entdo existe uma extensao
de po a uma medida p: o(ef) — R U {oo}. Ademais, se p é o—finita, entdo tal
extensdo € unica.

Exemplo 3.7 (Continuagdo do Exemplo 3.1). Este exemplo d4 a importante ca-
racterizacio de medidas de probabilidade em (RY, Z(R%)) em termos de fungdes
de distribuicio. Uma funcdo F: RY — R é dita uma funcdo de distribuigao
d—dimensional (ou: fungio de distribuicio em R?) se satisfaz as seguintes propri-
edades:

FD1. F' é nao decrescente em cada um de seus argumentos: para cada i = 1,...,d
tem-se
u>0 = F(x1,29,...,2; +u,...,xq) > F(x1,29,...,24...,24).

11



FD2. F é continua & direita em cada um de seus argumentos: para cadai=1,...,d
tem-se

li%F(arl,x27...,xi+u,...,xd) = F(x1,29,...,% ..., 2q).
U.

FD3. se qualquer dos argumentos de F' vai para —oo, entao F' converge para 0: para
cadait=1,...,d,

lim F(x1,29,...,%...,24) = 0.
€T;—>—00
FD4. para cada 4, existe o limite limy, o0 F(21,...,%;,...,2q). Ademais, se todos

os argumentos de F' vao para +o0o, entdao F' converge para 1: tem-se

S lim F(zq,...,24) = 1.
min; x;—+00
FD5. (positividade, condi¢ao técnica) Para quaisquer intervalos Ji = (ag,br] C R,
k=1,...,d, tem-se
d
A}IIA%Q A5 F>0.

No item (FD5) acima, os operadores A’j sdo definidos da seguinte maneira: dados
um inteiro k¥ € N e uma fungio G: R* — R, seja J = (a,b] C R. Se k > 2, entdo
A’}G é a funcio real definida em R*~! tal que, para (z1,...,75_1) € RF7L

ARGz, .. 2 1) = Gz, .. xp_1,b) — Gz, ..., Tp_1, ).

Se k =1, entao

ALG = G(b) - Gla).

Teorema 3.2. Seja pi uma medida de probabilidade em (RY, B(R?)). Defina F,,,
para v = (1,29, ...,24) € RY, por

EL(I) = [L((*OO,IEl] X (7003552] Koeee X (*OO,:Ed]).

Entao F),: R? — R ¢ funcio de distribuicio em R®. Reciprocamente, se F é uma
fungdo de distribui¢io em R?, entdo existe uma unica medida de probabilidade ju em
(R4, B(RY)) tal que F é sua funcio de distribuicdo, isto é, tal que F, = F.

Quando d = 1, uma funcao de distribuicdo é as vezes chamada de fungao de
distribui¢do acumulada. Note que, nesse caso, a condi¢ao (FD5) é implicada pela
condigdo (FD1). O Teorema 3.2 d4 uma resposta parcial a afirmagido do Exemplo 3.1,
de que a toda funcdo F': R — R nao decrescente e continua a direita corresponde
uma unica medida o—finita pp.

Para um exemplo de uma fungao F satisfazendo os itens (FD1), (FD2), (FD3) e
(FD4), mas que ndo é uma fungéo de distribuigdo de uma medida de probabilidade
em (R4, #(R?)), ver Barry James (exemplo 2.4.14). //
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Exercicio 3.4. Seja &7 a cole¢do formada por uniGes finitas disjuntas de intervalos
do tipo

(32) (avb]; (700317]3 (CL,+OO), (*OO,+OO),

onde a < b € R. Isto é, os elementos de &7 sdo conjuntos da forma A = JyU- -+, Jp,,
onde cada Ji é um intervalo do tipo (3.2) com extremos ap < by (possivelmente
iguais a 0o onde permitido).

(i) Mostre que o é uma algebra de subconjuntos de R;

(i1) Dada uma funcao de distribuigdo acumulada F': R — R, defina g, para A =
JiU---Ud, €, por

m

no(4) = 3 F(b) — Flay),

i=1

onde adotamos a convencao de escrever F(+o00) = 1 e F(—o00) = 0. Mostre
que po € uma pré—medida em .

(#i) Conclua que po admite uma tnica extensao a uma medida g em (R, Z(R)).
Isso demonstra o Teorema 3.2 no caso d = 1. //

4 Integral de Lebesgue

Seja (X, Z") um espago mensurdvel. Serd conveniente introduzir uma notagao para
nos referirmos a fungoes mensuraveis, simples, etc., definidas em X. Nesse sentido,
denotemos por M (% ; Rd) o conjunto formado pelas fungoes mensuraveis definidas
em X e tomando valores em R?, isto é,

M(Z5RY = {f: fé 2 /PR -mensurdvel }.

Semelhantemente, denotemos por S (3{ ; Rd) o subconjunto de M (3&” ; Rd) formado
pelas fungoes simples:

S(2;RY) = {f: f¢2Z/BR)mensurdvel A ran(f) ¢é finito}.

Se d = 1, definimos adicionalmente M (2;R) e ST(2;R) como sendo os sub-
conjuntos respectivamente de M (2" ;R) e S(2";R) cujos elementos sdo fungdes nao
negativas.
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No restante desta secao, (X, 2", u) é um espaco de medida fixado. Considere uma
fungao simples nio negativa f: X — R, isto é, f € ST(Z";R). Lembre que f admite
a representagao padrao

k
(1) fla) =Y uila, @)

em que ran(f) = {y1,...,yx} ¢ A; = f~'({y;}). Definimos a integral de f em
relagao a u por

k
(4.2 15 = Y uin(4))

Note que nao excluimos a possibilidade de que a quantidade acima seja igual a co.
De fato, se para algum j tivermos p(A;) = oo e y; # 0, entdo I (f) = co. (Adota-se
usualmente a convengdo de que 0 - co = 0).

Exercicio 4.1. Mostre que toda fungdo simples ndo negativa f com representacao
padrédo (4.1) admite infinitas representagbes como uma combinagao linear de fungoes
indicadoras, isto é, representacoes do tipo

¢
flz) = Z 2l (),

onde z; >0 e Bj € Z. (Essa afirmac@o também é verdadeira para funcoes simples
tomando valores em R?). Verifique que se f tem admite a representacio (4.1), entao

I§(f) = X 2i(By). //
Exercicio 4.2. Sejam f e g fungdes simples ndo negativas, e « > 0. Mostre que
(i) 1o (af) = aIf (f);
(ii) 15 (f +9) = 15 (f) + 1§ (9),
onde af e f + g denotam, respectivamente, as aplicagoes = — af(x) e z — f(z) +
g(x). //
Seja agora f: X — R mensuravel, ndo necessariamente simples. Lembre que, pelo

Lemma 2.2, existe uma sequéncia (f,,) de fungdes simples ndo negativas com f, — f
pontualmente. Definimos a integral de f em relagido a u por

(43) 14(f) = Jim IE(f2)

Novamente, pode ocorrer de a quantidade acima ser igual a co.
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Exercicio 4.3. Note que cada f, na equagdo (4.3) é simples e ndo negativa, e
portanto podemos calcular sua integral I[J(f,,) pela definicao dada na equagao (4.2).
Lembre ainda que, pelo Lema 2.2, tem-se 0 < f,(z) < foi1(x), Vo € X, Vn €
N. Mostre que I (f,) < I§(fnt1). Conclua que a sequéncia de nimeros reais
(1§ (fn))nen € nao decrescente e, portanto, ou converge para um nimero real nao
negativo, ou diverge para co. //

Iniciamos nossa construgao da integral considerando apenas fungdes nao negativas,
e admitimos que suas integrais, dadas pelas equagoes (4.2) e (4.3), assumissem o valor
o0. No caso de uma fungdo mensuravel que assuma tanto valores positivos quanto
negativos, serd necessario nos restringirmos a um subconjunto de M(.2"; R), no qual
faga sentido definir a integral de uma funcao. Nesse sentido, a defini¢do de integral
dada a seguir nao é, estritamente falando, uma extensao das defini¢oes anteriores.

Considere uma func¢ado mensuravel f: X — R. Como tanto sua parte positiva
quanto sua parte negativa sdo fungbes mensurdveis nio negativas (quer dizer, fT
e f~ sdo elementos de MT(2";R)), podemos usar a definigdo dada em (4.3) para
calcular suas integrais. No caso de I}'(fT) e I}"(f~) serem ambos finitos, dizemos
que f é u—integravel, e definimos a integral de f em relagao a u por

(4.4) / fp = TE(FH) — ().

A hipétese de que I1'(fT) e I{'(f~) sdo ambos finitos garante que nao ocorram
indeterminagoes do tipo co — 0o em (4.4). Notagao:

[ ran=: [ 1@ auto) = [ s@utds) = uh).

Quando p é medida de probabilidade, a integral de f em relagdo a p é também
chamada a esperanca de f, denotada por E(f). Outros nomes para a esperanga
sdo: esperanga matemdtica, valor esperado, média, etc. Se a medida p estiver
subentendida, dizemos simplesmente que f é integravel.

Exercicio 4.4. Seja f € M(Z;R) uma fungao integréavel. Mostre que, para todo
A e 2, é também integravel a fungdo = — f(x)I4(x). Nesse caso, definimos a
integral de f sobre A, em relagdo a u por

/A fipi= [ f@)a(e) dute)

As notagoes [, f(z)du(x), p(fIa), etc., também sdo utilizadas. //
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E comum na Teoria da Integracio utilizar o mesmo simbolo [ para designar
integrais de fungbes simples ndo negativas, de fungdes mensurdveis ndo negativas e
de funcgoes integraveis. Em geral esta subentendida a classe a qual pertence a fungio
sendo integrada, e portanto é possivel saber qual das defini¢oes dentre (4.2), (4.3)
ou (4.4) deve ser utilizada. No que segue, adotaremos essa convengao. E importante
observar que as definicbes ndo geram ambiguidades.

Lema 4.1. Sejam f,g € MY (2;R), e A,Be 2.
(i) se f < g, entao [ fdu < [gdu;
(i) se AC B, entio [, fdu < [, fdpu.

O seguinte Teorema é um dos resultados mais importantes da Teoria da Integracao;
ele implica, em particular, que a sequéncia de funcoes simples usada na defini¢do
da integral I1' ndo precisa ser tomada, necessariamente, como sendo aquela dada no
Lema 2.2.

Teorema 4.1 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja (f,) uma sequéncia de
fungdes mensurdveis reais tais que 0 < fn(x) < foi1(x), para todo x € X e todo

n € N. Entdo
lim/fn dyu = /lim fndu.

Corolério 4.1. Se f € MT(2";R), seja \: 2 — RU {oo} definida por

(4.5) A(A) ::/Afdu, Ae &

Entao A é uma medida em (X, Z").

Corolario 4.2. Seja f € MT(2";R). Entdo tem-se que f =0 u—qtp se, e somente
se, [ fdu=0.

Teorema 4.2 (Desigualdade de Holder). Sejam f e g funcoes Z | B(R)-mensurdveis.
Sejam p > 1 e q tais que (1/p) 4+ (1/q) = 1. Assuma que

(i) JIf @)l dpu(x) < oo;
(ii) [lg(x)|" dpu(z) < oo.

Entao
@o)  [lr@e@ldu) < ([l dute) /|g ) du@) .
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Exercicio 4.5. Em alguns casos, é conveniente considerar fungdes f: X — [0, +00],
isto é, funcbes ndo negativas que assumam o valor +o0co. A mensurabilidade de
tais funcdes pode ser abordada através de pequenas modificagoes nas definigoes
dadas acima. Se adaptarmos nossa definicdo de fungdo simples ndo negativa de
forma a permitir que o valor +oo seja assumido, entdo as integrais I} e If' sdo
definidas de maneira idéntica ao acima exposto. Mostre que, se I}'(f) < oo, entao

pw{z e X : f(z) = +o0} = 0. //

Exemplo 4.1 (Continuacao dos Exemplos 3.1 e 3.7). Seja F': R — R uma funcio
nao decrescente e continua a direita. Seja p a medida de Borel-Stieltjes associada a
F. Nesse caso, para uma funcdo p—integravel g: R — R, escrevemos

[ st@)ar(@) = [ gla)duta).

Semelhantemente, escrevemos [, g(z) dF(z), f; g(x) dF(z), etc, cujo sentido deve
ser evidente. //

Teorema 4.3 (Mudanca de Varidveis). Seja f: X — R uma funcio 2 /BR)-
mensurgvel. Uma aplicacio g: R — R é py—integrdvel se, e somente se, go f €
p—integrdvel. Nesse caso,

/@mmmwz/ go f(@)du(z), BeBR).
B f~Y(B)

4.1 Medidas absolutamente continuas

Se A e p sao medidas em (X, 27), entdo dizemos que A é absolutamente continua
em relagdo a p se valer a seguinte condigdo: para cada A € 27, se u(A) = 0, entdo
A(A) = 0. Notagao: A < p.

Corolario 4.3. Suponha que f € MY (2 ;R), e defina X pela equagdo (4.5). Entdo
A € absolutamente continua em relacdo a .

O resultado abaixo, conhecido como Teorema de Radon-Nikodym, d4 uma reci-
proca para o Corolario 4.3. A demonstracao desse fato ndo decorre diretamente dos
contetidos abordados neste texto, e de fato foge ao nosso escopo. Enunciamos o
Teorema para que o leitor tenha conhecimento dessa importante caracterizacao.

Teorema 4.4 (Teorema de Radon—Nikodym). Sejam A e p medidas o—finitas defi-
nidas em Z , e suponha que A € absolutamente continua em relaciao . Entdo existe
uma fungdo f € MT(Z;R) tal que vale a identidade (4.5). Ademais, f é tnica
H—qtp.
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Se A < p s@o medidas o—finitas, a funcdo f dada no Teorema 4.4 é chamada a
derivada de Radon—Nikodym de A com respeito a p.

Exercicio 4.6. Sejam A e p medidas o—finitas em (X, 2). Assuma que A < p,
e seja f a derivada de Radon—Nikodym de A com respeito a u. Mostre que, se
g: X — R é uma func¢do mensuravel ndo negativa, entao

[ st@)ir@) = [ 9(0)f@) duo).

Adapte para o caso em que g é \-integravel. //

Exercicio 4.7. Seja F': R — R uma func¢do de distribuicdo acumulada, e seja p a
medida de Borel-Stieltjes correspondente. Seja A a medida de Lebesgue na reta, e
assuma que g << A. Mostre que, se a derivada de Radon—Nikodym de pu em relagao
a A for uma fungéo continua (vamos denoté-la por f), entdo F' = f. (Dica: utilize o
Teorema Fundamental do Célculo). Na verdade, a igualdade f = F’ ainda é vélida
A—qtp mesmo quando f é descontinua, desde que p < A. //

Exemplo 4.2. O conceito de medida absolutamente continua é extremamente im-
portante em probabilidade. O leitor certamente ja se deparou, em cursos introduté-
rios, com as defini¢oes de varidvel aleatéria discreta e continua. Com um pequeno
desvio em relagao a notagao adotada até aqui, seja (§2,.%#,P) um espago de probabi-
lidade, e seja X : 2 — R uma varidvel aleatéria. Lembre que a distribuicao da va-
ridvel aleatéria X é a medida de probabilidade Px no espago mensuravel (R, Z(R)),
definida por
Px(B) =P(X '(B)), Be%R).

Em textos introdutoérios, a variavel aleatoria X é dita continua se as probabilidades
de eventos associados a X sdo calculadas utilizando-se uma fungdo densidade de
probabilidade fx, através da férmula

b
Pla < X <} :/ Fx (@) dz.

A integral no lado direito da igualdade acima é, usualmente, interpretada como uma
integral de Riemann. Serd conveniente interpreta-la aqui como a integral da fungao
mensurdvel fy: R — R em relagdo & medida de Lebesgue (comprimento), a qual
denotaremos por A. Logo, A(I) =b—a se I C R é um intervalo com extremos a e
b. Assim, das identidades acima obtemos

Px(B) = [ Ix@ @), BeA®).
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Claramente Px < A. Isso mostra que varidveis aleatdrias continuas sdo aquelas
cuja distribuicdo é uma medida absolutamente continua em relacdo a medida de
Lebesgue. //

Exercicio 4.8. Na notacdo do Exemplo acima, justifique a seguinte afirmagcéo:
se Pla< X <b] = f; fx(x)dX\(z) para quaisquer a < b reais, entdo Px(B) =
[ [x(x) d\(z) para qualquer Boreliano B. //

Exercicio 4.9. Ainda na notagdao do Exemplo 4.2, seja F'x a fungao de distribuicao
acumulada correspondente a distribuicdo Px. Temos

E(g(X)) = E(go X) = / g0 X(w) dP(w) = / o) dPx (z) = / o) dFy (2),

para toda fungdo Px—integravel g: R — R. (O termo mais & esquerda na igualdade
acima segue a notagdo usual a que nos referimos anteriormente. Perceba a potencial
ambiguidade nessa notagdo). A passagem x* se justifica pelo Teorema 4.3.

1. Seja A a medida de Lebesgue em (R, Z(R)). No que segue, usaremos a notacao
dx = d\(z). Lembre que a varidvel aleatéria X é dita (absolutamente)
continua se, e somente se, sua distribuicdo é uma medida absolutamente
continua em relagdo & medida de Lebesgue (isto é, Px < \). Assumindo que
X é continua, seja fx a derivada de Radon—Nikodym de Px em relagdo a .
Nesse contexto, fx é dita a fungdo densidade de probabilidade de X.
Mostre que

Blo(X)) = [ g(e)fx(z) da.
Em particular, se X ¢é integravel,
E(X) = /fo(as) dz.
2. A variavel aleatéria X é dita discreta se existir um subconjunto enumeravel
By C R tal que Px (By) = 1. Defina, para cada x € By,
px(x) =Px({z}) =P{w e Q: X(w) =z}

Estenda px a toda a reta pondo px(z) =0 se x ¢ By. A funcdo px: R — R
¢é dita a fungao massa de probabilidade de X. Mostre que

E(g(0) = 3 gla)px (@),

x€Bg

e, em particular, E(X) = > 5 opx(z) se X é integravel. //
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Finalizamos esta secao com um importante resultado sobre decomposi¢ao de me-
didas. Essencialmente, dadas quaisquer duas medidas o—finitas A e p, é sempre
verdade que ao menos parte de A é absolutamente continua em relacdo a u. Duas
medidas A e p definidas em 2~ sfo ditas mutuamente singulares se existirem
subconjuntos mensuraveis A e B de X tais que X = AU B e A(4) = u(B) = 0.
Nesse caso, escrevemos A L p. Embora a relacdo de singularidade seja simétrica em
A e pu, também diz-se que A é singular com respeito a pu.

Teorema 4.5 (Teorema de Decomposigao de Lebesgue). Sejam A\ e p medidas o—
aditivas definidas em uma o—dlgebra 2 . Entdo existem medidas \g < e Xg L
tais que A = Ay + As. Ademais, as medidas A\, e As sdo unicas.

No caso em que A L u, tem-se A\,(A) = 0 para todo A € X.

4.2 Integrais vetoriais

Seja (X, 27, 1) um espago de medida, e seja F um espago de Banach. Estaremos
interessados principalmente nos casos em que £ = R? e em que E é o espaco
Mg (d x k) formado pelas matrizes d x k com entradas reais. Se o leitor nao estiver
familiarizado com a definicdo abstrata de um espaco de Banach, ndao haverd perda
de generalidade em considerar, no que segue, que F é um dos dois espagos acima
mencionados. Em qualquer caso, sempre consideramos em F a c—algebra de Borel
PB(E), isto é, a o-algebra o(% ) gerada pela classe % dos conjuntos abertos de E.
(O leitor deve convencer-se de que, no caso em que F = R?, essa o-algebra coincide
com aquela dada no Exemplo 1.1.).

No que segue, denotaremos por M(Z2; E) o conjunto das funcoes 2 /AB(E)-
mensuraveis. Dadas f e g em M(2;E), e o € R, adotaremos a notagdo usual em
que f+g e af denotam respectivamente as aplicagoes x — f(x)+g(x) e z — af(x).

Exemplo 4.3. Lembre que todas as normas em um espago vetorial £ de dimenséao
finita sdo equivalentes, isto é, se ||-||; e |||l s@o duas normas em E, entdo existem
constantes positivas c; e ¢y tais que, para todo v € E,

allvlly < fvfly < eafloll;-

Lembre também que se E é um espago vetorial de dimensao finita, digamos dim(E) =
d, entdo E é isomorfo a R?, isto é, existe uma bijecdo linear entre esses dois espacos.
Lembre ainda que o espago Mg(d X k) tem dimensdo finita e igual a d x k. Basta
tomar, por exemplo, a base formada pelas matrizes E;; tendo entrada (¢, j) igual a
1 e demais entradas iguais a zero. Aqui o indice ¢ varia de 1 a d e o indice j varia
de 1 a k, mostrando que de fato a base tem cardinalidade d x k. //
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Dizemos que uma funcdo mensurdvel f: X — E é uy—simples se ran(f) é um
subconjunto finito” de E e u{z : f(z) =y} < co para cada y # 0 em ran(f). Logo,
se f é u—simples, entao vale a representagao

k
(47) f@) =Y uila,.

onderan(f) = {y1,...,yxt e A; = f71({y;}), com u(A;) < cosey; # 0. A diferenga
em relagdo & definicdo anterior de funcao simples estd no requerimento adicional de
que os conjuntos A; tenham medida finita (e, claro, no fato de que somente haviamos
introduzido a nocao de funcao simples para o caso em que E = R? — mas eviden-
temente aquela nocao se aplica mais geralmente a espacos de Banach quaisquer).
Definimos a integral de uma fun¢io p—simples f: X — F com representagio (4.7)
como sendo o elemento I¥(f) € E dado por

k
IEF) =) yin(Ay).
j=1

Uma fungdo f: X — FE é dita p—integravel se existe uma sequéncia (f,) de
fungbes p—simples f,,: X — FE tal que

(i) fn — [y patp;

(ii) Mmoo [1|.fn(2) = f (@)l du(z) = 0.
Se f: X — F é uma funcao u—integravel, definimos a integral de f em relagao a

p como sendo o elemento [ fdu € E dado por

(4.8) [ aui= Jim 155,

onde (f,) é a sequéncia aproximante dada na definigdo. Notagao:

[ ran=: [ 1@ auto) = [ s@utds) = uh).

Convém reiterar que [ fdp é aqui um elemento do espago E; em particular, se
E =R% entdo [ fdu é um vetor; se E = Mg(d x k), entdo [ fdp é uma matriz. O
leitor deve convencer-se de que, no caso em que F = R, a nova defini¢ao de integral
coincide com a anterior. Evidentemente, se a medida p estiver subentendida, dizemos
simplesmente que f é integravel.

20 mais correto seria afirmar que existe um subconjunto finito Fo de E com u(f ¢ Eo) = 0.
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No caso em que (X, 2", 1) é espago de probabilidade, a integral de f em relagao
a (1 é também chamada a esperanca de f, denotada por E(f). Outros nomes para
a esperanga sio: esperanca matemadtica, valor esperado, média, etc. Notacao: E(f),

Ef.

Exercicio 4.10. Veja se vocé consegue justificar as desigualdades
1) = B < [Ufae) = Fnla)| du(o)
/Ilfn — f@I 4+ 1 (@) = fom (@) dpu(z).

Conclua que a sequéncia (I5(fn)),cy ¢ uma sequéncia de Cauchy em E e que,
portanto, o limite em (4.8) estd bem definido. //

Exercicio 4.11. Seja f: X — F uma fun¢do p—integravel. Mostre que, para todo
A e 2, é também integravel a funcdo = — f(x)l4(x). Nesse caso, definimos a
integral de f sobre A, em relagao a u por

/A fini= [ f@)a(e) dute)

Assim como no caso escalar, as notacoes [, f(x)du(z), p(fI4), etc., também sdo
utilizadas. //

E possivel dar uma segunda caracterizacao de fungoes p—integraveis.

Proposicao 4.1. Seja (X, 2", 1) um espago de medida, e seja E um espago de
Banach. Uma fungio f: X — E é u—integravel se, e somente se,

J1r@dute) < o0
H/f ) dp(x /Hf M dp(

O Teorema abaixo trata da linearidade da integral. Esse resultado é de suma
importancia.

Nesse caso, tem-se

Proposigao 4.2. Sejam f,g: X — E fungdes u—integraveis, e o« € R. Entdo f + g
e af sdo u—integraveis, e

/ozf+gd,u:o¢/fdu+/gdy.
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Exercicio 4.12. Sejam A e B conjuntos mensuraveis disjuntos, e seja f: X — F
tal que a aplicagdo = — f(z)laup(x) é p—integravel. Mostre que fAUdeu =
Jafdu+ Jg fdp.

O resultado seguinte, conhecido como o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, é um dos mais importantes em toda a Matematica.

Teorema 4.6 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja f,,: X — E uma sequén-
cia de funcoes p—integrdveis. Assuma que existam funcoes f: X — FE e g: X - R
tais que

(1) im0 fn(z) = f(2), p—qtp;
(it) || fa(@)|| < lg(2)], n—gtp, para todo n;
(i) flg()|du(z) < oo.

Entao f é pu—integrdvel e

i [ 11£,(2) ~ £(2)] du(z) =0,

n—oo

Em particular®,
lim fndu:/fdu~
n—oo

Teorema 4.7 (Hille). Sejam E e E' espagos de Banach, e seja T: E — E' uma
transformagdo linear continua. Se f: X — E é u—integrdvel, entdo T o f: X — E’

€ p—integrdvel e
T(/fdu) z/Tofdu.

Nos exemplos abaixo usaremos dois resultados conhecidos da Algebra Linear. Pri-
meiramente, lembre que se E e E’ sao espagos vetoriais reais de dimensao finita,
digamos dim(E) = k e dim(E’) = d, entdo toda transformagcao linear T: E — E’
pode ser representada por uma matriz A € Mg(d x k). O segundo fato que usaremos
é o seguinte: toda transformagdo linear entre espagos normados cujo dominio tem
dimensao finita é continua. Nesses exemplos, i é medida de probabilidade.

Exemplo 4.4. Sejam f: X — R? vetor aleatério p-integravel, e A uma matriz
k x d. Entao

(4.9) A-Ef =EA-f,

3Evidentemente, o limite em questdo significa que a sequéncia de ntmeros reais

(| frdp = [ £ dpe

|) converge para zero.
neN
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onde - denota multiplicacdo de uma matriz por um vetor, e A - f é a aplicagdo
x +— A- f(z). De fato, defina T4 : R? — R¥ como sendo a transformacio linear

associada a A, isto é,
Ta(y) = A-y, y e RL.

Claramente T4 é linear, logo continua. Pelo Teorema 4.7, temos T4 (Ef) =E(T4 o f),
isto é, vale a identidade (4.9). //

Exemplo 4.5. Seja f: X — Mg(d x k) uma funcdo mensurivel. Dizemos que f é
matriz aleatéria. Se f é u—integrdvel, e A é uma matriz m x d dada, entao

(4.10) A-Ef =FEA - f.

onde - denota multiplicagdo de matrizes e A- f é a aplicacido = — A - f(x). De fato,
defina Ty : Mg(d x k) — Mg(m x k) por

Ta(B)=A-B,  Be Mg(dxk).

Claramente T4 ¢é linear, logo continua. Pelo Teorema 4.7, temos T4 (Ef) = E(T4 o f),
isto é, vale a identidade (4.10). //

Exercicio 4.13. Seja f: X — R? uma aplicacio mensurdvel. Claramente, f =
(fi,--., fa), onde f;: X — R sdo fungdes mensurdveis reais. Mostre que f é p—
integravel se, e somente se, f; é u-integravel para todo j. Use o Teorema 4.7 para
concluir que (ffd,u)j = [ fjdu. Generalize para o caso f: X — Mg(d x k). //

4.3 Os espagos de Bochner—Lebesgue

Seja 1 < p < oo. Definimos o conjunto LZ(E) como sendo a colecdo formada
por aquelas fungdes mensurdveis f: X — F tais que a aplicagao x — | f(x)||” é
p—integravel, isto é

1) = { e M@iE)s [N dute) < 0.

Se f € Lﬂ(E), definimos a norma—p de f como sendo o ntimero real

i1+~ ( IIf(w)II”du(w)>1/p-

Note que a norma dentro da integral no lado direito da equacao acima é a norma
em F. A primeira parte Proposigao 4.1 pode ser re-enunciada da seguinte forma: f
é um elemento de Li(E) se, e somente se, [ é p—integravel.
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O caso p = oo requer um tratamento distinto. Definimos, para f € Mg(Z"; E),

[flloo := inf{r = 0: plz: |[f(z)] >r} =0}

LP(E) :=={f € M(Z5E) : ||fllo <00}

LEO(E) é dito o espago das fungoes p—essencialmente limitadas.

Apesar da terminologia, ainda ndo sabemos se ||| de fato satisfaz as propriedades
de uma norma. Evidentemente |laf|, = || f[|,. Isso ji demonstra o primeiro item
do Teorema abaixo; o segundo item ¢é a desigualdade triangular.

Exemplo 4.6. Com a notagao introduzida, a desigualdade de Holder (4.6) pode ser
re-enunciada da seguinte maneira: se f € LV (R) e g € L] (R), onde p > 1 e g sdo
tais que (1/p) + (1/q) = 1, entdo

1Fglly < 171, llgll-
onde fg denota a aplicagao x — f(z)g(x). //

Teorema 4.8. Sejam f e g funcoes em Lﬁ(E), e seja o um numero real qualquer.
Entao

(i) af € L (E);
(ii) f+g€LB(E) ¢

(4.11) 1 +all, < 171, + llgll,-

A desigualdade (4.11) é conhecida como a desigualdade de Minkowski
Note que ndo verificamos que [|-[|, ¢ uma norma. Faltaria mostrar que
Ifll, =0 < f=0.

Vejamos que isso ndo ocorre. Evidentemente, a expressdao f = 0 significa f(x) =0
para todo z. Todavia, é suficiente que f = 0 u—qtp para que valha ||f||p = 0. Isto é,
|||, mdo é uma norma em LF(E).

Exercicio 4.14. Dadas f e g em M(Z; E), defina a relagdo de equivaléncia ~ por
f~g < f=gp-atp.

Seja ZP(E) o espago quociente LE (E)/ ~, isto é, ZP(E) é o conjunto cujos elemen-
tos sdo as classes de equivaléncia [f], onde g € [f] se, e somente se, g ~ f. Mostre
que |-, define uma norma em £ (E). //
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Exercicio 4.15. Verifique a seguinte afirmacio: se y é medida finita, entao L}, (E) C
LE(E), para quaisquer 1 <7 < p < co. //

Exemplo 4.7. Seja p medida de probabilidade. Lembre que a variancia da variavel
aleatéria f: X — R é definida por Var(f) = E(f —Ef)>. Segue que Z2(R) é o
espaco das (classes de equivaléncia de) varidveis aleatérias com varidncia finita (isso
segue da identidade Var(f) = Ef? —E*f). O espago Z7(R) ¢ um espaco de Hilbert
com o produto-interno (f,g) = Efg. //

5 Medidas em espacgos produto

Sejam (X, Z") e (Y,%) espagos mensurdveis. Queremos introduzir no conjunto
X XY uma o—élgebra a partir de ‘blocos fundamentais’ do tipo A x B, onde A € 2~
e B € . Chamaremos um tal conjunto de retdngulo mensuravel em X x Y.
Defina 25 C 2(X x Y) como sendo a cole¢ao cujos elementos sdo unides finitas de
retangulos mensuraveis. Isto é, o elemento tipico de Z) é um conjunto do tipo

(A1XBl)U(AQXBQ)U"'U(AmXBm),

onde m € N, cada A; é Z —mensurdvel e cada B; ¢ #—mensuravel. Denotamos por
X @ Y a o-dlgebra em X x Y gerada pela classe Z;. Note que Z ® % ndo € o
produto cartesiano das c—algebras Z e #'.

Exercicio 5.1. Mostre que

(i) 2y coincide com a colegdo cujos elementos sdo unides finitas de retdngulos
mensuraveis disjuntos;

(i) Zp é uma dlgebra de subconjuntos de X x Y. //

Quando (X, Z") e (Y, %) sdo munidos de medidas i e v, respectivamente, é possi-
vel introduzir no espago mensurdvel (X x Y, 2" ® ') uma medida p ® v que possui
a seguinte propriedade:

(5.1) p®v(Ax B)=pu(A)v(B), Ae ' ,Be%.

Ademais, se p e v sdo medidas o—finitas, entdo existe uma tinica medida possuindo
essa propriedade. Esse é o contetido do Teorema 5.1. A medida p®v é dita a medida
produto de pe v. O espago (X XY, 2" ® %) é dito o espago produto de (X, .2")
e (Y,%). Veremos adiante que a nogdo de medida produto estd intrinsicamente
ligada ao importante conceito de independéncia em teoria da probabilidade.
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Teorema 5.1 (Medida Produto). Se (X, 2", u) e (Y, % ,v) sdo espagos de medida,
entdo existe uma medida p ® v definida em Z & % tal que a condigio (5.1) é
satisfeita. Se e v sao medidas o—finitas, entdo @ v € Uunica.

Lema 5.1. Seja (X XY, Z @ %) o espago produto de (X, Z) e (Y,%). Valem as
sequintes propriedades:

(i) Se E é um conjunto Z ® % -mensurdvel entdo, para cada x € X fizo, o
conjunto
{yeY: (z,y) € E}.

€ % —mensurdvel;

(i) Se f: X xY = R é uma funcio Z ® ¥ —mensurdvel entdo, para cada x € X
fizo, a aplicacio
y flz,y)

é % —mensurdvel.

Evidentemente, o Lema acima permanece valido para valores fixados de y € Y,
com as devidas modificagoes.

Sera conveniente, em vista do Lema 5.1, introduzirmos a notacao
wly, E) = p{r e X : (x,y) € E}, yeYEe Z %
e, semelhantemente,
v(izg,E):=v{yeY: (z,y) € E}, reX,Fe X %.

Essa notacao nos permite interpretar a medida produto de um conjunto £ € 2 %
como uma decomposicao em medidas de ‘seccoes’ de E. Veremos mais adiante que
o Lema abaixo é um exemplo de desintegracdo da medida u ® v.

Lema 5.2. Sejam (X, 2", n) e (Y, % ,v) espacos de medida o—finitos. Entdo

(i) para cada x € X fizxado, a aplicagio E — v(x, E) é medida em & ® ¥ ; para
cada E € Z Q¥ fizado, a aplicagio x — v(z, E) é Z —mensurdvel.

E
(ii) para cada y €Y fizado, a aplicagio E — u(y, E) é medida em 2 @ ¥ ; para
cada E € 2 Q¥ fizrado, a aplicacio y — u(y, E) é % -mensurdvel.

Ademais, vale a identidade
[ v Bydut) = pen(B) = [ nto. B) aviy).
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Teorema 5.2 (Teorema de Tonelli). Sejam (X, 2", u) e (Y, % ,v) espacos de medida
o—finitos. Se f: X xY — R ¢ uma aplicagio mensurdvel nao negativa, entdo
s@o também mensurdveis as aplicagoes x — [ f(z,y)dv(y) e y — [ f(z,y)du(z).
Ademais, vale a identidade

/X/yﬂx’y)dy(y)du(x):/)(ny(z)d“®y(z):/Y/Xf(m,y)dﬂ(x)dV(y)-

Teorema 5.3 (Teorema de Fubini). Sejam (X, 2", u) e (Y, % ,v) espacos de medida
o—finitos. Se f: X xY — R é uma aplicagcdo p @ v—integrdvel, entdo as aplicagcdes
z [ flx,y)dv(y) ey [ f(z,y)du(z) (definidas p—qtp e v—qtp, respectivamente)
sdo integrdveis, e vale a identidade

[ [renawae = [ seamon=[ [ repd@an

Exercicio 5.2. Sejam f e g varidveis aleatérias, ambas definidas em um mesmo es-
pago de probabilidade (2, #,P) e tomando valores nos espagos mensuraveis (X, Z7) e
(Y, %), respectivamente. Dizemos que as varidveis aleatérias f e g sdo (mutuamente)
independentes se, e somente se, sua distribuicdo conjunta é a medida produto das
suas marginais, isto é, Py 5y = Py @P,. Mostre que, se f e g sdo varidveis aleatérias
reais independentes e integraveis, entdao fg é integravel e Efg = Ef Eg. //
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