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Aula 5



Principios de Analise
Combinatéria



» Considere o seguinte “experimento”: dispor, ao acaso, trés bolas
(a = vermelha, b = azul e ¢ = verde, respectivamente) em trés
urnas' (permitindo-se, possivelmente, mais de uma bola em uma
mesma urna).
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Cada arranjo/configuragdo na figura representa um evento simples.




* Qual seria um espago amostral adequado para representar 0s
possiveis resultados do experimento acima?

» Sugestao: vamos representar cada resultado w por uma terna
ordenada (w.,ws,w.), onde cada uma das coordenadas deve ser
um dos ndmeros 1, 2 ou 3.

* Interpretacdo: por exemplo, o evento elementar “bola a na
primeira urna, bola b na terceira urna e bola ¢ na primeira urna”
corresponde ao elemento w = (1,3, 1) do espago amostral.

» Assim, temos

Q={1,2,3} x {1,2,3} x {1,2,3}



» Considere agora a seguinte generalizacao do “experimento”
descrito acima: dispor, ao acaso, r bolas em n urnas.

 Vamos denotar a primeira bola pelo simbolo 1, a segunda bola
pelo simbolo 2, etc.

 Ainda, vamos denotar a primeira urna pelo nimero 1, a segunda
urna pelo numero 2, etc.

» Entdo, podemos descrever qualquer configuragdo como sendo
uma r-upla da forma (wy, wo, . ..,w,), onde cada w; € um
elemento do conjunto {1,2,...,n}.



Exemplo: generalizacao

+ Assim, por exemplo, se a j-ésima entrada w; for k, isso significa
que a bola j foi colocada na urna k.

» Segue que um espaco amostral adequado para descrever esse
experimento é o conjunto

isto é, o conjunto de todas as r-uplas como acima.
 Exercicio: no espago amostral {2 como acima, represente o
evento “todas as bolas em uma mesma urna”.
 Exercicio: quantos elementos tem o espago amostral 2 nesse
caso?



O Principio Fundamental da Contagem

* Principio Fundamental da Contagem: se uma primeira agao
pode ocorrer de m; maneiras diferentes, se uma segunda agéao
pode ocorrer de mo, maneiras diferentes, e assim por diante, isto
€, se uma r-ésima agao pode ocorrer de m,. maneiras diferentes,
entdo o numero de maneiras diferentes em que as r acoes
podem ocorrer simultaneamente é igual a myms - - - m,..



Alguns experimentos equivalentes

» “We use this example to illustrate the important fact that the
nature of the sample points is irrelevant for our theory. To us the
sample space (together with the probability distribution defined in
it) defines the idealized experiment. We use the picturesque
language of balls and cells, but the same sample space admits of
a great variety of different practical interpretations. To clarify this
point, and also for further reference, we list here a number of
situations in which the intuitive background varies; all are,
however, abstractly equivalent to the scheme of placing r balls into
n cells, in the sense that the outcomes differ only in their verbal
description. The appropriate assignment of probabilities is not the
same in all cases and will be discussed later on.” (Feller, Vol I)



 Aniversarios: as possiveis configuragdes de aniversarios de r
pessoas correspondem aos diferentes arranjos de r bolas em
n = 365 urnas (assumindo-se, por simplicidade, que o0 ano
sempre possui 365 dias).

* Nesse caso, enumeramos (de forma arbitraria, mas unica) as r
pessoas com os simbolos de 1 até 7, e fazemos a identificagao 1
= “primeiro de janeiro”, 33 = “2 de fevereiro”, etc.

« Assim, se Jodozinho estéa representado pelo simbolo 7, para
saber qual o dia de seu aniversario basta olharmos em qual urna
(dentre as urnas 1 a n) a bola de numero 7 foi colocada.



» Dados: os possiveis resultados do lancamento de » dados
correspondem as possiveis configuragdes de r bolas em n = 6
urnas.

* Moedas: os possiveis resultados do langcamento de » moedas
correspondem as possiveis configuracdes de r bolas em n = 2
urnas.

» Colecao de figurinhas: os diferentes tipos de figurinha sao
representados pelas urnas; cada figurinha adquirida corresponde
a uma bola.



+ Distribuicdo de genes: os descendentes de um organismo vivo
herdam de seu progenitor certos genes. Se um gene particular
pode aparecer em n formas, digamos A, Ao, ..., A, entdo os
descendentes podem ser classificados por tipo genético. Cada
descendente corresponde a uma bola, enquanto os genétipos
correspondem as urnas.

« Exercicio: dé os detalhes (espago amostral, evento elementar
tipico, etc) em cada um dos exemplos acima.



Bolas e urnas: quantas configuracoes?

* Voltando ao caso geral: podemos utilizar o Principio Fundamental
da Contagem para determinar de quantas maneiras é possivel
colocar r bolas em n urnas.

» De fato, se considerarmos o problema iterativamente, entdo para
a primeira bola podemos escolher dentre n urnas; para a segunda
bola, da mesma forma, temos n possiveis escolhas, e assim por

diante.

* Na notagéo anterior, temos m; = my = --- = m,. = n. Logo, 0
numero de possiveis configuragdes de r bolas em n urnas é dado
por

nxXnx---xn=n"
r vezes
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Amostras ordenadas




Amostras ordenadas

» Consideremos agora o problema de selecionar, ao acaso, r
unidades de uma “populacado” constituida de um total de n
unidades (r < n).

» Cada possivel selegcao (levando-se em conta a ordem) de r
unidades é dita uma amostra de tamanho r dessa populacao.

« E conveniente considerar que essa selecdo sera feita
sequencialmente.

» Esse procedimento pode ser executado de duas maneiras: com
reposicdo ou sem reposicao.



Amostras ordenadas

» No procedimento com reposicao, selecionamos um elemento
dentre os n possiveis, anotamos qual foi o elemento selecionado
e, apos, passamos a selecao do segundo elemento, sendo que a
unidade selecionada na primeira etapa pode ser selecionada
novamente. Repetimos o procedimento até que r unidades
tenham sido selecionadas.

» Pelo mesmo raciocinio utilizado anteriormente, é facil concluir que
existem n” possiveis amostras (com reposicdo) de tamanho r de
uma populacao constituida de n elementos.

 De fato, se cada unidade da populagéao for representada por uma
urna, e cada selecao for representada por uma bola, voltamos ao
espaco amostral discutido acima.



Amostras ordenadas

» No procedimento sem reposicao, selecionamos um elemento
dentre os n possiveis, anotamos qual foi o elemento selecionado
e, apos, passamos a sele¢ao do segundo elemento, dentre as
unidades ainda ndo selecionadas. Repetimos o procedimento até
que r unidades tenham sido selecionadas.

* Nesse caso, temos n possiveis escolhas para a primeira selegéo,
n — 1 possiveis escolhas para a segunda selecao, e assim por
diante.

» Segue que o0 numero de possiveis amostras (sem reposicao) de
tamanho r de uma populagao constituida de n elementos € igual a

n)y=nxn—-1)xn—-2)x---x(n—r+1)



Importante

n!

(n—r)!




Amostras ordenadas

« Em suma, temos o seguinte:
Teorema: Dados uma populagéo constituida de n elementos

e um tamanho de amostra fixado r, existem n" diferentes
amostras ordenadas com reposicéo, e (n), diferentes amos-
tras ordenadas sem reposic&o.



* Um caso especial do resultado acima ocorre quando
consideramos um cenario de amostra sem reposi¢gdo com r = n.

* Nesse caso, uma tal amostra nada mais é do que um
reordenamento (ou seja, uma permutacao) dos elementos da
populacao.

» Segue que uma populacgao constituida de n elementos admite n!
amostras de tamanho n, sem reposic¢ao.

« Dito de outra forma: o nimero de diferentes maneiras pelas quais
se pode ordenar um conjunto de n elementos € igual a n!



* Trés pessoas, 1, 2 e 3, formam uma amostra ordenada (sem
reposicao) retirada da populacado humana. Seus aniversarios
formam uma amostra (com reposicao) do conjunto de nimeros
{1,2,...,365}.

« Palavras aleatorias: vamos chamar de palavra com 10 letras
qualquer concatenagéo (string) de comprimento 10 formada pelas
letras do alfabeto {A, B, C,..., X,Y, Z} (permitindo,
possivelmente, “palavras” sem sentido). Como repeticoes sao
permitidas, existem 26'° tais palavras.

* Sr. e Sra. Smith formam uma amostra de tamanho r = 2 retirada
da populacdo humana. Da mesma forma, os dois considerados
juntamente formam uma amostra de tamanho r = 1 retirada da
populacéo de todos os casais.



« Selecionar, sucessivamente (e ao acaso), r elementos de uma
populacdo constituida de n elementos € um experimento cujos
possiveis resultados sdo amostras de tamanho r.

» O termo “ao acaso” ndo é definido explicitamente, e vamos
interpreta-lo como sendo relacionado ao tipo de amostra que
estamos considerando.

* Por ora, sera conveniente assumir que cada amostra de tamanho
r tem probabilidade

1

Plw}=q ", o
IOM se amostra sem reposigcao

se amostra com reposicao



Um corolario

+ Suponhamos que uma amostra de tamanho r foi selecionada (ao
acaso, com reposicao) de uma populagao constituida de n
elementos.

+ Pelo Teorema acima, existem n” tais amostras, das quais (n),
nao apresentam repeticdes (isto é, cada elemento da populacao é
selecionado apenas uma vez).

» Segue que, numa amostra como essa, a probabilidade de
selecionarmos uma amostra em que ndo ocorrem repeticoes é
igual a

n), nn-1)--(n—r+1)

n" n"
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» Considere uma “populacdo” formada pelos digitos 0, 1,.. ., 9.

» Cada string de 5 digitos pode ser interpretada como uma amostra
de tamanho r = 5 retirada de uma populagéao de tamanho n = 10.

+ Em vista do resultado acima, a probabilidade de 5 digitos
selecionados ao acaso, com reposicao, serem todos distintos é

igual a
(10)5

= 0.3024
10°
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Bolas e urnas: o retorno!

» Se n bolas sdo colocadas ao acaso em n urnas, entao a
probabilidade de todas as urnas serem ocupadas é n!/n™.

» Ao aumentarmos o valor de n, essa quantidade converge para
zero rapidamente: com n = 7, seu valor é de 0.00612. Com
n = 10, obtém-se 0.00036288.

» Dados: em um lancamento de 6 dados equilibrados, vemos que a
probabilidade de observarmos todos os possiveis resultados € de
apenas 6!/6°5 = 0.01543.
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Exemplo: Aniversarios

» Podemos interpretar os dias de aniversario de r pessoas como
sendo uma amostra (com reposicao) da “populagao” constituida
dos nameros 1,2, ...,365 (por simplicidade, vamos ignorar o
29/fevereiro).

« Utilizando o resultado acima, podemos concluir que a
probabilidade de todas as pessoas fazerem aniversario em dias

diferentes é igual a
(365),

365"
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Subpopulacoes




Subpopulacoes

« Lembrando: usamos o termo populacao para designar uma
colecdo de n elementos sem qualquer mengéo a ordem.

« Em particular, isso significa que duas populacdes séo
consideradas distintas se, e somente se, uma delas possui ao
menos um elemento que ndo pertence a outra.

» Consideremos agora uma subpopulagdo, de tamanho r, obtida de
uma dada populacdo constituida de n elementos. De novo: néo
estamos levando em conta a ordem dos elementos da
subpopulagéo.

* Isto é, ndo estamos pensando em uma amostra de tamanho r
dessa populagéo: todas as amostras que contém 0os mesmos
elementos correspondem, ao desconsiderarmos a ordem de seus
elementos, a uma mesma subpopulacao.
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Subpopulacoes

» Agora, uma dada subpopulagao de tamanho r pode ser ordenada
de r! diferentes maneiras (conforme vimos acima).

» Casa uma dessas ordenacgdes corresponde a uma Unica amostra
(sem reposicao) de tamanho r da populacgéao.

* Segue que o numero de amostras (sem reposi¢ao) de tamanho r
€ igual a r! vezes o nimero de subpopulacdes de tamanho r, isto
€,

(n), = r! x (nUmero de subpopulagdes de tamanho r).

* O numero de subpopulagdes de tamanho r é, portanto,

()~
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Coeficientes binomiais

* Um nUmero da forma

<n> (n)y  nn—1)--(n—r+1) nl

r

7! 7! rl(n —r)!
é dito um coeficiente binomial.

» Usualmente, lemos um tal nimero como “n escolhe k”, visto que
representa de quantas diferentes maneiras podemos escolher r

elementos de um conjunto de n elementos.
Teorema Uma populagao de n elementos possui (') diferen-

tes subpopulagbes de tamanho r < n.
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Um corolario interessante

» Como os elementos de uma subpopulagéo de tamanho r sdo
inteiramente determinados pelos n — r elementos que ndo
pertencem a essa subpopulacdo, vemos que a cada
subpopulacao de tamanho n — r corresponde uma (e s6 uma)
subpopulagéo de tamanho r.

* Logo, temos o seguinte:

()=(20)

» Sera conveniente definirmos

n
(TL)() = 1, 0! = ]., <0> = ].,
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Ferramentas

http://www.di.fc.ul.pt/~jpn/r/combinatorics/combinatorics.html
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